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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1
x+y

Se considera multimea G = (—1,1) si legea de compozitie x * y = Ty’ Vx,y €G.
a) Sasearate ca (G,*) este grup comutativ.
b) Determinati a,b € R astfel incat functia f:G - R}, f(x) = g

sa stabileasca un izomorfism intre grupurile (G,*) si (R%,-).

1 1 1

C) Sa se calculeze numarul n = SETRET

Solutie:

a) Demonstreaza ca legea * este bine definita:
Vx,yEG&o |x|<1l|yl<1lxy|l=Ix| |yl <1le -1<xy<lsidecil+xy>0
Inegalitatile (14+x)(14+y) >0 si (1—x)(1—y) >0 impartite la 1+ xy >0 conduc la

D =S OO 1p
. e . . _ x+y+zt+xyz

Asociativitatea: (x * y) * z = Pu——— xx(y*2z2),Yx,y,z €G,

COMULALIVITATEA: X * Y = I % X, VX, Y € G coeeeeeeieeeeeie ettt 1p

Elementul neutru este e = 0 € G, deoarece x *0 = 0 * x = x,Vx € G, orice element x € G este
simetrizabil si simetricul sdu este —x € G, deoarece x * (—x) = (—x) *x =0

DeCi (G,*) €Ste grup COMUEALIV ....coueiuieiiieite sttt bbbttt

1p
b) Daca f este izomorfisSm = f(0) = 1 2 @ = Dueeceriiiieieceee e 1p
Din conditia f(x xy) = f(x) - f(y),Vx,y € G > a = +1.
Functiile f;(x) === si fo(x) == sunt functii bijective
= functiile f; si f, sunt izomorfisme intre grupurile (G, %) si (R3,") woovvrorreeeeioneeeeiiereeeeieeienns 1p
c) Folosind punctul b) functia f;(x) = ;—i este un izomorfism de la G la R’.. Atunci,
1p
1 1 1 1 1 1 1
pentru a=1 avem fl(z * g *, .k g) = f(;) . f(g) et f(;) = 4—5 ....................................................
-t _1 - 22 1
asadar, f1(N) = -2 T S o DTS o p
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Subiectul 2:
Se consideri polinomul f = X™*1 + 3x™"1 4+ 1 € R[X], unde n este numir natural nenul.
a)  Aratati ca polinomul f nu are radacini rationale;
b)  Demonstrati ca, daca x € Q \ Z, atunci f(x) nu este numar intreg;

C) Pentrun = 3, aratati ca f nu are toate radacinile reale.

Solutie:
a) cum coeficientii sunt numere intregi ( f € Z[X]) si apy1=1a,=1 =
singurele radacini din Q arputea fi £1 ... 1p
f(1) #0sif(—1) # 0 = +1 nusuntradicini = f nu are rddacini rationale ................. 1p

b) prin reducere la absurd, presupunem ca a € Z, b € N*, (a,b) = 1si
. 1
x=2€Q\ Ziar f(2)€Z > f(3)=k€Z = f(5)—k=0 .. P

Fie polinomul g =f -k = % este radacina rationala pentru g,

dar g € Z[X15i g (5) =0 =b/1= b =1 oo 1p
= % € Z ceea ce contrazice faptul ca % EQN Z oo 1p
c) pentrun=3 = f =X*+3X? + 1.
Demonstram ci ecuatia asociatd: x* + 3x? + 1 = 0 nu are radicini:
Solutia 1:
x* >0, x> =0, asadar x* + 3x2+ 1> 1> 0, Vx € R. Asadar polinomul nu are ridicini reale.
2p

Solutia 2:

+
I

Notam cu t = x?2. Ecuatia devine: t?+ 3t+1=0,cUt;, = —

Cum ambele valori ale lui t sunt negative, iar t = x? < 0, atunci ecuatia nu are radicini reale.
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Subiectul 3
Se considerd functia f: R - R, f(x) =4 — x2.

a)  Sase determine p € R astfel Incat tangenta in punctul de abscisa x, = 1 la graficul
oricarei primitive F: R - R a functiei f sa fie paralela cu dreapta de ecuatie

px —y—2=0.
b)  Sase determine n € N pentru care fon(4 — f(x))ex dx =e™— 2.

c)  Sisearateci f_zzw/f(x) dx <8.

Solutie:
a) F:R - Ro primitivd a functiei f = F'(x) = f(X), VX ER oo, 1p
Ecuatia tangentei la graficul functiei F 1n punctul de abscisa x, = 1 este
t: y—F(1) = F'(1)(x — 1) unde panta tangentei m; = F'(1) = f(1) =3 cooecvvvieirveinreennn 1p
tld: px—y—2=0 2 M = Mg D D = 3, 1p
b) fon(4 — f(x)) e¥dx = fonxz eXdx = e™(N? — 2N 4 2) — 2 i 1p
Decie®(n? —2n+2)—2=e"—2=>n>-2n+1=0=>n=1€N............................ 1p

c) Solutia 1:

Folosind inegalitatea mediilor m, > m, vom obtine

VE—xZ = J2 - 02+ 20 < T2 gy € [2,2] oo 1p
Deci f_Z\/4 — x2dx < f_z 2dx = f_zw/f(x) AX S8 oo 1p
Solutia 2:

Dacix € [-2,2] 24 —x*>>0;avem V4 —x2 <+v4 =12,asadar ...................cc.coeei, 1p

f V4 —xdx<f 2dx=>f FOOAX S8 i .
p

Subiectul 4:
Un canal de alimentare cu apa cu lungimea de 100 m are adancimea variabila,
descrisa prin functia:

h(x) =2+ sin (Sg)

unde x este distanta in metri fata de inceputul canalului, iar h(x) este adancimea apei,
exprimata in metri.

Canalul are pereti verticali care trebuie cdptusiti cu un material impermeabil. Pretul
materialului utilizat este de 120 lei/m2.
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Apa care trece prin canal este stocata intr-un rezervor vertical cu indltimea de 3 m,

a carui forma este generata prin rotirea curbei:
r(x)=1+x, x €[0,3],

in jurul axei Ox, unde r(x) este raza sectiunii rezervorului in functie de inaltimea x, in
metri. La baza rezervorului se va turna un strat de pietris filtrant, cu inaltime constanta si
cu aceeasi forma interioard ca rezervorul. Volumul acestui strat reprezintd 10% din
volumul total al rezervorului.

a) Determinati costul total al materialului necesar pentru captusirea peretilor

canalului.

b) Calculati volumul rezervorului, in metri cubi.

c) Determinati indltimea stratului de pietris filtrant turnat la baza.

Solutie:
a) Aria totala a suprafetei ce urmeaza a fi captusita este:

A=2["" (2 + sin (’5’—;‘)) X = 400 MZ.....oooooeeoeeeeeeoeee oo 1p
Costul total este:

C =400 X 120 = 48.000 I€1...ueeureirieirreeeieesie ettt e et et e st e st e e e re e re et e aaaeare e e e nra e reeneeareenres 1p
b) V =1Tf03(1+x)2dx ettt et et e bbb e A ALt A bbb A bbb AR bbb bR h bbb bbbttt b s 1p
= 20T 2 65,97 T3 oo 1p

. 21
C) Vpietris = 10% din Vyeserpor = 1—(? ................................................................................................................. 1p
h 1+h)3-1
DA, Vpiegris = 1 [} (1 x)%dxt =20 e 1p
Deci(1+h)3=i—§=>1+h=3Z—z=>h=31—2—120,93m ....................................................................... 1p

Nota: Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.
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